
ïðèâåäåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùå-
íèé ÄR â òî÷êàõ âåðõà è íèçà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
òîííåëÿ ïî âñåé åãî äëèíå â ìîäåëè.

Ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò íåîäíîðîäíûé õàðàêòåð ðàáîòû
òîííåëÿ ïî äëèíå â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ãîðíîãî
ìàññèâà è ñëóæèò èëëþñòðàöèåé âîçìîæíîñòåé èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè äëÿ èçó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
îáúåêòà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìîäåëè íåîáõîäèì
ó÷åò ñïåöèôèêè ïåðåäà÷è ãîðíîãî äàâëåíèÿ íà îáäåë-
êó â çàâèñèìîñòè îò òåõíîëîãèé ñîîðóæåíèÿ îáäåëêè,
ïðîÿâëåíèÿ ñìåùåíèé áëîêîâ ïî ðàçëîìàì, èçìåíåíèÿ

ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðíûõ è ñåé-
ñìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé, ïëîòíîñòè áåòîíà â ðåçóëü-
òàòå åãî êîððîçèè, ñîâìåñòíîãî õàðàêòåðà ðàáîòû ïóòè
è îáäåëêè.
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Ïðèâåäåíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ëàáîðàòîðíîé ìîäåëè ñèñòåìû êîëå-
ñî�ðåëüñ, ïîñòðîåííîé ïî òèïó ðîëèê�êîëåñî. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè àíàëèçå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåì òèïà ðîëèê�êîëüöî, êîëåñî�ðåëüñ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü íå òîëüêî êîíòàêòíóþ íàãðóçêó,
íî è èçãèáíûå íàïðÿæåíèÿ. Äàííîå ïîëîæåíèå ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà êîíòàêò-
íûå çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû îòäåëüíûì øèðîêèì íà-
ïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé [1]. Îñîáûé ïîäõîä ê ïîñòà-
íîâêå è ðåøåíèþ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ðàçâèâàåòñÿ â òðè-
áîôàòèêå [2], ãäå èçó÷àåòñÿ êîíòàêòíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ñïåöèôè÷åñêèõ îáúåêòîâ — ñèëîâûõ ñèñòåì
ìàøèí è îáîðóäîâàíèÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ýòèì ñèñòå-
ìàì òðåáóåòñÿ êîìïëåêñíûé àíàëèç äåôîðìèðîâàíèÿ è
ïîâðåæäåíèÿ êàê ïîâåðõíîñòíîãî â ëîêàëüíîé îáëàñòè
êîíòàêòà äâóõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, òàê è îáúåìíîãî îò
äåéñòâóþùåé íàãðóçêè, êîòîðàÿ âûçûâàåò ðàçëè÷íûå
âèäû îáùåé äåôîðìàöèè (èçãèá, êðó÷åíèå, ðàñòÿæå-
íèå-ñæàòèå, èõ êîìáèíàöèè è ò.ä.) õîòÿ áû îäíîãî èç
ýëåìåíòîâ ñèñòåìû.

Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåíà îáùàÿ êëàññèôèêàöèÿ
êîíòàêòíûõ çàäà÷ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèëîâûì ñèñòåìàì
ìàøèí. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ñõåìû êîíòàêòà ðî-
ëèê�ðîëèê (òèï êîíòàêòà A) è ðîëèê�êîëüöî (òèï êîí-
òàêòà B), èëëþñòðèðóþùèå êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ òåë
âðàùåíèÿ. Òèï êîíòàêòà B ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòåéøåé
ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ñèñòåìû êîëåñî�ðåëüñ, êî-
òîðàÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ êîìïëåêñíûõ èçíîñîóñòà-
ëîñòíûõ èñïûòàíèé íà ìàøèíàõ ñåðèè ÑÈ [2]. Çäåñü

ðîëèê èìèòèðóåò êîëåñî, à êîëüöî — ðåëüñ, ïîýòîìó
ýòó ìîäåëü áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé ðîëèê�êîëüöî.

Ñèñòåìà ðîëèê�êîëüöî îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîí-
íîé ìîäåëè ðîëèê�ðîëèê (ñì. ðèñ. 1, òèï êîíòàêòà A)
òåì, ÷òî ïîëíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå êîëüöà â çîíå
åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðîëèêîì îáóñëîâëåíî ïîëåì íå
òîëüêî êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, íî è íàïðÿæåíèé îò
èçãèáà.

Â äàííîé ðàáîòå èçëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ðîëèê�êîëüöî.

Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåìû ðîëèê�êîëüöî áóäåì ó÷è-
òûâàòü ñëåäóþùåå.

Äåéñòâóþùàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèëîâîé ñèñòåìå
ñèëà FN â îáùåì ñëó÷àå âûçûâàåò êàê ëîêàëüíîå äå-
ôîðìèðîâàíèå ðîëèêà è êîëüöà â íåïîñðåäñòâåííîé
áëèçîñòè òî÷êè ïåðâîíà÷àëüíîãî êîíòàêòà, òàê è äå-
ôîðìèðîâàíèå êîëüöà â öåëîì (èçãèá). Ïðè èññëåäîâà-
íèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî â îáëàñòè êîíòàêòà ñèëà FN ðàçäåëÿåòñÿ íà êîíòàê-
òíóþ Fc è èçãèáíóþ Fb ñîñòàâëÿþùèå ïðè óñëîâèè

FN = Fc + Fb . (1)

Ðàññìîòðèì óñëîâèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
òâåðäîãî òåëà êàê ðàâåíñòâî ýíåðãèè äåôîðìàöèè è
ðàáîòû, ñîâåðøåííîé ïîâåðõíîñòíûìè ñèëàìè, íà ñî-

1 Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ìèíñê, Áåëà-
ðóñü.



îòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåùåíèÿõ ïðè îòñóòñòâèè íàãðóç-
êè, ðàñïðåäåëåííîé ïî îáúåìó òâåðäîãî òåëà:

T E V Fu S

V S

00 � ���� ��d d 0, (2)

ãäå T ·· E — áèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ íà-
ïðÿæåíèé T è äåôîðìàöèé E; F è u — ïîâåðõíîñòíûå
ñèëû è ïåðåìåùåíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí Fc è Fb çàïèøåì îáùóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé, ó÷èòûâàþùóþ ðàçäåëåíèå ñèë è
óñëîâèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ:
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Çäåñü T è E â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò Fc

è Fb. Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) îòíîñèòåëüíî Fc è Fb ïðåä-
ñòàâëÿåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, ïîýòîìó ðàññìîò-
ðèì áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè Fc è Fb êîí-
òàêòíîé íàãðóçêè FN â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò îáú-
åìíîé æåñòêîñòè êîëüöà EIz�l (E — ìîäóëü óïðóãîñòè
ìàòåðèàëà êîëüöà, Iz — ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ, l —
äëèíà äóãè áðóñà îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ êîíòàêòíîé íà-
ãðóçêè äî áëèæàéøåé îïîðû) èëè (ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-
ñòîÿííîé k) îò ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ðàçìåðîâ
áðóñà h�l. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííàÿ k îòðàæàåò ãëàâ-
íûì îáðàçîì âëèÿíèå æåñòêîñòè ìàòåðèàëà íà ôîðìè-
ðîâàíèå ñîñòàâëÿþùèõ Fc è Fb.

Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå Fc è Fb îïèñûâà-
þòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì çàêîíîì
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ñ ñîõðàíåíèåì óñëîâèÿ (1). Çàêîí (4) ñ÷èòàåòñÿ ñïðà-
âåäëèâûì â èíòåðâàëå

0 ' h�lk '  . (5)

Åñëè l � , òî h�lk = 0; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâîé áðóñ
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â áðóñ áåñêîíå÷íîé äëèíû, äëÿ êî-
òîðîãî FN = Fb, à Fc = 0. Åñëè æå l � 0, òî h�lk =  ; ýòî
ãîâîðèò î òîì, ÷òî êîëüöî ñòÿãèâàåòñÿ â ðîëèê (èëè
êðèâîé áðóñ — â ïîëîâèíó ðîëèêà), äëÿ êîòîðîãî
FN = Fc, à Fb = 0.

Â ñèëó îñîáåííîñòåé ãåîìåòðèè èññëåäóåìûõ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ (R11 > 0,
R12 > 0 äëÿ ðîëèêà è R21 > 0, R22 > 0 äëÿ êîëüöà) îáëà-
ñòüþ èõ êîíòàêòà âñåãäà áóäåò ýëëèïñ ñ áîëüøîé a è
ìàëîé b ïîëóîñÿìè.

Ôîðìà è ïëîùàäü ýëëèïñà êîíòàêòà â èññëåäóåìîé
ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ èçìåíåíèåì
ãëàâíîé êðèâèçíû êîëüöà âñëåäñòâèå åãî èçãèáà:

k
R

21
21

1 1
� �

�ì

, (6)

ãäå ñì — èçìåíåíèå ðàäèóñà êðèâèçíû, îáóñëîâëåííîå
èçãèáîì îñè êîëüöà.

Ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî ïðè çàäàííûõ ãåîìåò-
ðèè ðîëèêà è êîëüöà, à òàêæå ïðèëîæåííîé íàãðóçêå
ðàññ÷èòàåì ïàðàìåòðû ïëîùàäêè êîíòàêòà: âåëè÷èíû
ïîëóîñåé ýëëèïñà a, b è íàèáîëüøåãî äàâëåíèÿ p0 â
öåíòðå ïëîùàäêè êîíòàêòà.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ýëëèïòè-
÷åñêîé ïëîùàäêè êîíòàêòà ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëÿ-
þò ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð Ù è ýêñöåíòðèñèòåò ýë-
ëèïñà êîíòàêòà e:

1 � �
�

1

k

� � � � � � �( ) ( ) ( )( )cos ,k k k k k k k k11 12
2

21 22
2

11 12 21 222 2� (7)

e2(Ù) = 2,667Ù – 3,577Ù2 + 4,244Ù3 – 5,871Ù4 +

+ 10,312Ù5 – 18,202Ù6 + 24,577Ù7 – 21,858Ù8 +

+ 11,213Ù9 – 2,506Ù10. (8)

Çäåñü kij (i, j = 1, 2) — êðèâèçíà ñîïðèêàñàþùèõñÿ
òåë: k11 = 1�R11, k12 = 1�R12, k21 = 1�R21, k22 = 1�R22;

k� = k11 + k12 + k21 + k22.
Çíà÷åíèÿ ïîëóîñåé ýëëèïñà a, b, íàèáîëüøåãî äàâ-

ëåíèÿ p0 â öåíòðå ïëîùàäêè êîíòàêòà, ñáëèæåíèÿ îñåé
ä ïðè äåéñòâèè êîíòàêòíîé íàãðóçêè FN îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
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Ðèñ. 1. Ñõåìû êîíòàêòà ðîëèê�ðîëèê è ðîëèê�êîëüöî: ýëåìåíò
1 — R11 > 0, R12 > 0; ýëåìåíò 2 — R21 > 0, R22 > 0
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îáîáùåííûé ïàðàìåòð ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ
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ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû
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Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ëþáîé òî÷êå ñèñòåìû
M(î, ç, z) îïðåäåëÿåòñÿ èç îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ

óij(î, ç, z) = & ij
n( ) (î, ç, z) + & �

ij
( ) (î, ç, z) + & ij

b( ) (î, ç, z), (13)

ãäå & ij
n( ) è & �

ij
( ) — íàïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå íîðìàëüíîé

è êàñàòåëüíîé êîíòàêòíûìè íàãðóçêàìè, & ij
b( ) — íà-

ïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå èçãèáíîé íàãðóçêîé.
Ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â çîíå

êîíòàêòà îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ íàõîæäåíèåì êîì-
ïîíåíò íàïðÿæåíèé â òî÷êàõ îñè z è íåêîòîðûõ òî÷êàõ
ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà [1]. Îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû
íàïðÿæåíèÿ â ëþáîé òî÷êå ïîëóïðîñòðàíñòâà çàòðóä-
íèòåëüíî èç-çà ñëîæíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Â ñèëîâûõ ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ïðî-
öåññ òðåíèÿ êà÷åíèÿ, èìååò ìåñòî íåñîãëàñîâàííûé
ïîäâèæíûé êîíòàêò ìåæäó ýëåìåíòàìè, ïëîùàäêà

êîíòàêòà êîòîðîãî â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýëëèïñ ñ ýëëèïòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûì ïî íåé êîí-
òàêòíûì äàâëåíèåì p(x, y) (ðèñ. 2). Â ñèëó ïîäâèæ-
íîñòè êîíòàêòà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ
ñóïåðïîçèöèåé íàïðÿæåíèé, âûçâàííûõ íîðìàëüíîé
& ij

n( ) (i, j = x, y, z) è êàñàòåëüíîé & �
ij
( ) ê ïîâåðõíîñòè

êîíòàêòà íàãðóçêàìè:

óij = & ij
n( ) + & �

ij
( ) . (14)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â
ðàçíûõ îáëàñòÿõ êîíòàêòà (íà ïîâåðõíîñòè è ïîä ïî-
âåðõíîñòüþ ïîëóïðîñòðàíñòâà) ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷-
íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé [1]. Íàïðÿ-
æåíèÿ â ëþáîé òî÷êå M(î, ç, 0) íà ïîâåðõíîñòè ïðè
äåéñòâèè äàâëåíèÿ, ðàñïðåäåëåííîãî ïî ýëëèïòè÷å-
ñêîìó çàêîíó, ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî îáùåé ôîðìóëå

& ij

surf( ) (î, ç, 0) = & ij
S( ) (î, ç), (15)

ãäå & ij
S( )(î, ç) — íàïðÿæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà, âûçâàííûå äàâëåíèåì, ðàñïðåäåëåííûì
ïî îáëàñòè S, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
x2�a2 + y2�b2 ' 1.

Â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèå (15) ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
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Ðèñ. 2. Ñõåìà êîíòàêòíîãî íàãðóæåíèÿ



Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëó (14) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøå-
íèÿ (15) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
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ij� � � �( ) ( ) ( ) ( )[ ] .� (17)

Íàïðÿæåíèÿ & ij
hs( ) â ëþáîé òî÷êå ïðè z < 0 ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà ïîä ïîâåðõíîñòüþ ïðè äåéñòâèè íà ïî-
âåðõíîñòü ýëëèïòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè
(ñì. ðèñ. 2) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Áóññèíåñêà [ ]( )& ij

B î

äåéñòâèè åäèíè÷íîé ñèëû íà ïîëóïðîñòðàíñòâî [2]:
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Çàïèøåì âûðàæåíèÿ (18) â ÿâíîì âèäå [4 – 6]:
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ãäå r2 = (x – î)2 + (y – ç)2; ñ2 = (x – î)2 + (y – ç)2 + z2;
x2�a2 + y2�b2 = 1 — óðàâíåíèå îáëàñòè S.

Ïðè ðàñ÷åòå ïîëÿ íàïðÿæåíèé â ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå â êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê M(î, ç, z)
âû÷èñëÿþòñÿ âñå äâîéíûå èíòåãðàëû (19). Ïðè âû-
÷èñëåíèè êàæäîãî èç íèõ [3, 4] ñíà÷àëà ïî ôîðìóëå
Ñèìïñîíà îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë ïî x ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ y, âçÿòûõ èç S ñ îïðåäåëåííûì øàãîì. Ïî ïî-
ëó÷åííîìó íàáîðó òî÷åê ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìèðóþùàÿ
ôóíêöèÿ (ïîëèíîì, ïîñòðîåííûé ïî ìåòîäó íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, èëè êóáè÷åñêèé ñïëàéí), èíòåãðèðîâà-
íèå êîòîðîé äàåò âòîðîé èíòåãðàë ïî y.

Â ñèëó òîãî, ÷òî çàäà÷à îñåñèììåòðè÷íà, ðàñ÷åò
ñëåäóåò ïðîâîäèòü ëèøü â 1�4 èññëåäóåìîé îáëàñòè.
Äëÿ ðàñ÷åòà âûáèðàþòñÿ òî÷êè M � X � Y � Z, X = {0,
î1, ..., ta}, Y = {0, ç1, ..., ta}, Z = {0, z1, ..., ta}, ãäå t —
ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿþùèé ðàçìåðû èññëåäóåìîé îá-
ëàñòè, a — áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà êîíòàêòà. Ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè òî÷êàìè h = ta�n (n — êî-
ëè÷åñòâî òî÷åê âäîëü îäíîé êîîðäèíàòû). ×òîáû ïî-
ëó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå òî÷íóþ êàðòèíó ðàñïðåäå-
ëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
ðàñ÷åò äëÿ äîâîëüíî áîëüøîãî ìàññèâà òî÷åê. Äëÿ
ñîêðàùåíèÿ ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè öåëåñîîáðàçíî ïðè-
ìåíÿòü èíòåðïîëÿöèþ â îáëàñòü ìåæäó òî÷êàìè îñ-
íîâíîé ñåòêè, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà
íàïðÿæåíèé ïîëó÷åíû ïî îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðå.
Êàæäóþ íîâóþ òî÷êó áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ïîñåðåäèíå
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå óæå èìåþùèåñÿ òî÷êè.
Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ïîñòðî-
åíèÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà ïî òî÷êàì, ãäå ýòè çíà÷åíèÿ
óæå èçâåñòíû, âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, çàôèêñè-
ðîâàâ äâà äðóãèõ. Ðàññ÷èòàííûé òàêèì ñïîñîáîì ìàñ-
ñèâ òî÷åê îòîáðàçèì â òðè îñòàâøèåñÿ ÷åòâåðòè â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè ñèììåòðèè, ïðèñóùèìè
êàæäîé èç êîìïîíåíò ðàññìàòðèâàåìîãî íàïðÿæåíèÿ.
Òî æå ïðîäåëàåì ñ ïîëó÷åííûì ìàññèâîì òî÷åê. Òà-
êèì îáðàçîì, íà îñíîâå ïåðâîíà÷àëüíî ðàññ÷èòàííûõ
(n � n � n) = (n)3 áóäåì èìåòü (4n � 4n � 2n) = 32(n)3

òî÷åê.
Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé è ïðåîáðà-

çîâàíèé ïîëó÷èì ìíîæåñòâî G = {Muvw(îu, çv, zw), –ta '
' îu, çv ' ta, –ta ' zw ' 0}, ãäå u, v = 0, ..., 2n, w = 0, ..., n,
â òî÷êàõ êîòîðîãî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé
óij(îu, çv, zw).

Ðàñ÷åò íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, âûçâàííîãî äåé-
ñòâèåì ñèëû òðåíèÿ, òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ äåé-
ñòâèÿ åäèíè÷íîé êàñàòåëüíîé ñèëû íà ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî & ij
C( ) [2]:

& 8 2 & 8 2�
ij ij

C

S x y

z fp x y x y z x y( ) ( )

( , )

( , , ) ( , ) ( , , )� � ��� d d , (20)

ãäå f — êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
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Â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ (20) áóäóò ñëåäóþùèìè
[3, 4]:

&
3

8

�

8

�
xx

S

fp
x

a

y

b x

v
x

( ) ( )

( )

�
� �

�
�

�
)
*
,

� �
�

��
0

2

2

2

2 3

5

1

2

3

1 2
�

8

� �

8

� �

8

� �

3 2

3

3 2

3

2

3

2

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�

�

( )

( )

( )

( )

( )

( )

x

z

x

z

x

z 3

0

2

2

2

2 21

2

3

�

�
�
-
.
+

/+

�
� �

�
� �

d dx y

fp
x

a

y

b x y
yy

,

( )( )( )&
3

8 2�

�

8

�

8

� �

8 2

5

3 2

2

1 2

�
)
*
,

� �
�

�
�

�
�

�

�
�

�
� �

��
S

v
x x

z

x y

( )
( )

( )

( )( )

� �

8 2

� �

& �

3 2

2

2 3

2

( )

( )( )

( )
,

( )

�
�

� �

�

�

�
�
-
.
+

/+

� �

z

x y

z
x y

zz

d d

3 1

2

1

0

2

2

2

2 2

5

0

2

2

fp
x

a

y

b x z
x y

fp
x

a

S

xy

� �
�

�
�

�� 3
8

�

& �

( )
,

( )

d d

�
�

� �
�

)
*
,

� � �
�

�
�

��

y

b x y

v
y

z

S

2

2 2

5

2

2

3

1 2

3
8 2

�

2

� �

( ) ( )

( )
( )

( )

�

�
�

�
� �

�
�

� �

�

�

�
�
-
.
+( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

x y

z

x y

z

8 2

� �

8 2

� �

2

3 2

2

2 3

2

/+

� �
� �

�
��

d d

d d

x y

fp
x

a

y

b x z
x yxz

S

,

( )
,( )&

3
8

�

&

�
3 1

2

0

2

2

2

2 2

5

yz

S

fp
x

a

y

b x y z
x y( ) ( )( )

.�

3
8 2

�
� �

� �
� �

��
3 1

2

0

2

2

2

2

5
d d

(21)

Ïðè êà÷åíèè ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì êàñàòåëüíàÿ íà-
ãðóçêà äëÿ ðîëèêà íàïðàâëåíà â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè îñè x, à äëÿ âàëà — â îòðèöàòåëüíîì. Ïîý-
òîìó äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåíèé â ðîëèêå èñïîëüçóþòñÿ
ôîðìóëû (21), à â âàëå — âûðàæåíèÿ (21), óìíîæåí-
íûå íà (–1).

Äâîéíûå èíòåãðàëû (21) â êàæäîé èç ðàññìàòðèâà-
åìûõ òî÷åê M(î, ç, z) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñõåìå, êîòîðàÿ
ïðèìåíÿëàñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëîâ (19). Çíà÷å-
íèÿ íàïðÿæåíèé íà ìíîæåñòâå G ïîëó÷àþòñÿ àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì.

Èçãèáíûå íàïðÿæåíèÿ
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â êîëüöå îïðåäåëèì ïî ôîðìóëàì äëÿ êðèâîãî áðóñà:

& & &

&

yy
M

n

yy
N

yz
Q y

y

i

My

eF r y

N

F

QS z

b z J

( ) ( ) ( )

( )
, ,

( )

( )
,�

�
� �

j
M

ij
N

ij

Q

i j y i j

i y j z

( ) ( )

( )

, , ,

,

� � 9 9

� 9 9

&

&

0

0

åñëè è

åñëè è

(23)

ãäå e = R – rn (rn è R — ðàäèóñû íåéòðàëüíîé è ñðåä-
íåé ëèíèé); F — ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áðóñà;
Jy — ìîìåíò èíåðöèè áðóñà; M, N è Q — çíà÷åíèÿ èç-
ãèáàþùåãî ìîìåíòà, ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî óñè-
ëèé â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå áðóñà, íàéäåííûå ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ñèë.

Îáúåäèíåííîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé íà ìíîæåñòâå G ðàññ÷èòàííûõ
íàïðÿæåíèé & ij
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Íà îñíîâå îáúåäèíåííûõ íàïðÿæåíèé óij (23)
îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé ói,
i = 1, 2, 3, â êàæäîé òî÷êå M(î, ç, z) êàê êîðíè êóáè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ

ó3 – I1ó
2 – I2ó – I3 = 0, (25)

ãäå èíâàðèàíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé

I
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xx yy zz
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zz xx xy yz
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2 2

2 2

,

z zx& .

(26)

Èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé ðàññ÷èòûâàþò ïî
ôîðìóëå

& & & & & & &int � � � � � �
1

2 1 2
2

2 3
2

3 1
2[( ) ( ) ( ) ]. (27)

Ïðèâåäåì ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà íàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèëîâîé ñèñ-
òåìû. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ â îáëàñòè z � [0; 1,5a],
x � [–1,5a; 1,5a], y � [–1,5a; 1,5a] äëÿ 20 � 39 � 39 òî-
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé& yy
n( ) îò äåéñòâèÿ íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà óñèëèé (à),& yy

f( ) îò äåéñò-

âèÿ êàñàòåëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà óñèëèé (á), & yy
n( ) + & yy

f( ) îò äåéñòâèÿ êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà óñè-

ëèé (â) è & yy
n( ) + & yy

f( ) + & yy
b( ) òåíçîðà îò äåéñòâèÿ êàñàòåëüíûõ, íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà è èçãèáíûõ óñèëèé (ã)



÷åê ïðè íàãðóçêå FN = 500 Í. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè: E1 = E2 = 2,01 · 1011 Ïà; v1 = v2 = 0,3; R11 =
= 0,05 ì; êîýôôèöèåíò òðåíèÿ f = 0,05; R12 = 0,005 ì;
R21 = 0,015 ì; R22 =  ; òîëùèíà b è øèðèíà h êîëüöà
ðàâíû 0,006 ì. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ & yy

n( ) (ïëîñ-

êîñòü z = 0,87a) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.
Âèäíî (ñì. ðèñ. 3, à), ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîìïî-

íåíòû & yy
n( ) â îáúåìíîé çîíå êîíòàêòà êà÷åñòâåííî îäè-

íàêîâî äëÿ ðîëèêà è êîëüöà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáû÷-
íîìó ïðåäñòàâëåíèþ â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ. Îäíàêî
îáíàðóæåíî ñóùåñòâåííîå (äî ~30 % â óñëîâèÿõ ðàñ-
÷åòà) ñíèæåíèå óðîâíÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé
âñëåäñòâèå âëèÿíèÿ èçãèáà.

Ñîãëàñíî ðèñ. 3, á ðàñïðåäåëåíèå & yy
n( ) ñèììåòðè÷-

íî îòíîñèòåëüíî îñè y. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îáùèì
ïðåäñòàâëåíèÿì î ïðîòåêàíèè ïðîöåññîâ òðåíèÿ. Ïðè
ýòîì íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå (äî ~15 %) ñíèæåíèå
ñèëû òðåíèÿ âñëåäñòâèå âëèÿíèÿ èçãèáà.

Èçìåíåíèå ïîëÿ íàïðÿæåíèÿ & yy
n( ) îò íîðìàëüíîé

êîíòàêòíîé íàãðóçêè â ýëåìåíòàõ ñèñòåìû âñëåäñòâèå
âëèÿíèÿ ñèëû òðåíèÿ ïîêàçàíî íà ðèñ. 3, â. Òàêîå èç-
ìåíåíèå èìååò ñïåöèôè÷åñêèå ÷åðòû äëÿ êàæäîé èç
êîìïîíåíò îáúåäèíåííîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ,
îáóñëîâëåííîãî êîíòàêòíîé íàãðóçêîé.

Èç ðèñ. 3, ã ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âëèÿíèå èçãèá-
íûõ óñèëèé & yy

b( ) íà èçìåíåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ êîëüöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çíàêè äåéñòâóþùèõ íà-
ïðÿæåíèé ìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå (ïîëå ñæè-
ìàþùèõ íàïðÿæåíèé ïåðåõîäèò â ïîëå ðàñòÿãèâàþ-

ùèõ íàïðÿæåíèé). Â êîëè÷åñòâåííîì îòíîøåíèè òà-
êîé ïåðåõîä ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âåëè÷èíû
íàïðÿæåíèé ïðèìåðíî äî 80 ÌÏà.

Ýòè âûâîäû àíàëîãè÷íû è äëÿ îñòàëüíûõ êîìïî-
íåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (13), (15),
(18), (20), (22), (24) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èñ÷åðïûâàþ-
ùèé àíàëèç íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè
ýëëèïòè÷åñêîãî íåñîãëàñîâàííîãî êîíòàêòà ýëåìåíòîâ
ñèëîâîé ñèñòåìû.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èí ïàðà-
ìåòðîâ êîíòàêòà a, b, S, ä, p0, ðàññ÷èòàííûõ ïî ôîðìó-
ëàì (9) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (1) – (4), îò óãëà ïîâî-
ðîòà ö.

Âèäíî, ÷òî â ñèëó ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ FN â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (1) – (4) è, ñëåäîâàòåëüíî,
óìåíüøåíèÿ ñîñòàâëÿþùåé Fc ïðè äâèæåíèè ðîëèêà
ïî êîëüöó îò “øïàëû” äî ñåðåäèíû “ìåæäóøïàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà” âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ ïëîùàäêè êîí-
òàêòà óìåíüøàþòñÿ ïðèìåðíî â äâà ðàçà (ïðè çàäàí-
íûõ óñëîâèÿõ).

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ
íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè ñèñòå-
ìû êîëåñî�ðåëüñ, ïîñòðîåííîé ïî òèïó ðîëèê�êîëüöî.
Â äàííîì ìåòîäå ó÷òåíû íàïðÿæåíèÿ, îáóñëîâëåí-
íûå êàê ïîâåðõíîñòíûì, òàê è îáúåìíûì äåôîðìè-
ðîâàíèåì.

Ïîêàçàíî, ÷òî èãíîðèðîâàíèå èçãèáíûõ íàïðÿ-
æåíèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê èñêàæåííîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ î íàãðóæåííîñòè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ê íåâåðíîé îöåíêå åå ðàáîòîñïîñîáíîñòè.
Ýòî íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûìè ïîëîæå-
íèÿìè òðèáîôàòèêè [1], ïîäòâåðæäåííûìè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ïëîùàäêè êîíòàêòà a (10–5 ì),
b (10–5 ì), ä (10–6 ì), S (10–8 ì), p0 (108 Ïà) îò óãëà ïîâîðîòà
êîëüöà ïðè FN = 1000


