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ВНУТРЕННИЕ УСИЛИЯ И НАПРЯЖЕНИЯ В ТРИЖДЫ СТАТИЧЕСКИ

НЕОПРЕДЕЛЕННОМ ДУГООБРАЗНОМ СТЕРЖНЕ

Calculation of internal forces and stresses in the ring of a roller/ring active system used for wear-fatigue
tests is considered. The ring is modelled by the arc of planar curved bar which is loaded by normal and tangen-
tial unit forces at arbitrary point. Both ends of the bar are rigidly fixed is considered of the bar. Analytical solu-
tion for internal forces and stresses in the bar is given. Flexibility method was used in order to disclose static in-
determinacy of considered elastic model. Determination of all the reactions at supports allows calculation of
bending moment, normal and lateral forces in the bar. Bending stresses in the curved bar are calculated basing
on the obtained internal forces.

Исследование системы колесо/рельс имеет большое практическое значение, в
частности, это касается железнодорожного транспорта. Такая система в условиях
износоусталостных испытаний, проводящихся на машинах серии СИ, моделирует-
ся системой ролик/кольцо (рис. 1) [1].

В экспериментальных исследованиях для данной системы применяются двух-
опорная и четырехопорная схемы кольца (рис. 2), в связи с чем возникает задача
оценки их напряженного состояния вследствие изгиба.

Для указанных на рис. 2 схем рассмотрим
общую расчетную модель в виде дуги плос-
кого кривого стержня с радиусом R, соответ-
ствующей углу 71-2Р (рис. 3). Концы

| стержня закреплены в точках А и В, а ради-
альная РЬ и касательная^7/, (/"- коэффициент
трения) нагрузки приложены в некоторой
точке стержня, определяемой углом ср . Не-

I трудно видеть, что такая расчетная модель
является трижды статически неопределимой

| системой: шесть реакций опор ХА, XB, YA, YB,
\ МА, Мв показаны на рис. 3.

Хотя в литературе имеется множество
решений для кольцевых систем (см. [2, 3]

и др.), однако аналитического решения для трижды статически неопределимой систе-
мы при любых ф и Р нам найти не удалось.

Наиболее широко применимым методом раскрытия статической неопределен-
ности упругой модели является метод сил [2, 3]: заданная статически неопределен-
ная модель освобождается от дополнительных внешних связей, а их действие заме-
няется активными силами. Величина активных сил в дальнейшем подбирается так,
чтобы перемещения соответствовали тем ограничениям, которые накладываются
на модель исключенными связями.

Рис. 1. Общий вид модели для
износоусталостных испытаний
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Построим основную модель для исследуемого случая, для чего заменим реак-
ции Хв, Мв, МА на активные нагрузки Х\, Х2, Х3, соответствующим образом изменив
закрепление стержня в точках А и В (рис. 4).

Условия геометрической неизменяемости модели формулируются следующим
образом:

+ 5,2-^2 + ̂ 13^3 +<V =0>

+ 522X2 + 823X3+d2F =0, (1)

8,=i

5 3 = J + 83^='
где 5, - перемещение точки В в направлении

силы Х\, т. е. горизонтальное перемещение
шарнира, 52 и 83 - изменения углов поворо-

та стержня по отношению к горизонтальной
линии в точках В и А соответственно, 8iF (i =

=1, 2, 3) - перемещение в направлении силы Х\
под действием внешних нагрузок F/, и fFb, ?>lk

(i, k= 1, 2, 3) - взаимное смещение точек мо-
дели в направлении силы А/ под действием
единичной нагрузки, приложенной в направ-
лении Xk.

Значения 5,у и 8!Р получим, воспользуясь

формулой Мора для упругих деформаций:

Рис. 2. Системы ролик/кольцо (со,,

вые скорости)

со, -утло-

*,-

EI

(2)

(3)

Рис. 3. Общая схема исследуемой модели

Рис. 4. Основная модель

где M,.(V|/) - изгибающий момент в каждой

точке стержня при расчете, учитывающем
действие на модель лишь одной активной на-
грузки - единичной силы, приложенной в на-
правлении силы X,, MF(\\i) - изгибающий

момент в каждой точке стержня, находящейся
под действием активных сил РЬ и fFb, V - ко-

ордината точки в полярной системе коорди-
нат, начало отсчета которой находится в точ-
ке О, нулевой угол соответствует горизонтальному направлению радиус-вектора
ОБ.

Для вычисления интегралов Мора необходимо определить значения изгибающих
моментов MI и Мр.

Решая уравнения равновесия для системы, одновременно нагруженной лишь одной
единичной активной силой Xk (при всех остальных активных силах X, = Fb= fFb = 0,
г Ф k), получим выражения для М/:

(4)М2 - 7fl/?(cosp-cos\(/) + Х2 =— (cosy-cosp)-

= —(cosy-cosp).м 3=:

Из уравнений равновесия для основной модели при действии усилий F/,,JFi, и X,•. —
= 0 (/' = 1, 2, 3) для изгибающего момента Мр имеет место выражение:
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при 0 < У ( / < ф ,

cos(\|/-<p)) при ф < \ | / < т г ,

F ( f
где YB =-Ц -̂ — + sin ф(1-/ tan p) + cos ф(/ + Plan P)

2 l^cosp

Подставляя выражения для моментов (4) в (2), после определенных преобразо-
ваний получим значения перемещений 8;> :

6„=— (2яД2-4Д2(3-/?2(л-2р)со5(2р)-ЗД28т2р),

812 =

2*11/1.

822 =— (I07r-20p-8(n-2p)cosp + (7i-2p)cos2p-sin2p), (6)
8£7

52 3=— (2Tc-4p-4(7t-2p)cosp + (n-2p)cos2p
8£7

631 =— (^(7t-2p)sin2p- 2Л(1 + cos 2p)),

Подставляя выражения для момента (5) в (3), получим значения перемещений 5iF :

2EI v 16£/cosp

-9))-(2-7i/ + 2p/)x

Подставим (6) и (7) в систему (1). Решив (1) относительно неизвестных актив-
ных сил Х\, Х2 и Х з , получим значения реакций опор XB, MB, МА.

XB=Xt,MB=X2,MA=X3.

Составим уравнения равновесия для исходной исследуемой модели и найдем
другие три неизвестные реакции опор ХА, YA, YB:

у __

После определения всех реакций опор становится возможным расчет изгибаю-
щего момента М, продольного N и поперечного Q усилий в стержне:
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М =

sinp) + Ms при 0 < у < ф ,

YBR(cos p - cos\|/) + JfаЯ (sin\j/ - sin p) - FbR sin(y - 9) - fFbR(\ - cos(y - ф)) + MB

N =

При ф < X|/ < 71,

-7B cos у + XB sin \|/ при 0 < \|/ < ф,

-7г cos \|/ + JfB sin \j/ - Ft sin(y - ф) + fFb cos(y - ф) при ф < у < л,

YB sin \(/ + Хв cos у при 0 < у < ф,

YB sin у + ̂ я cos у - Fb cos(\(/ - ф) - fFb sin(v|/ - ф) при ф < vj/ < п.

Эпюры внутренних усилий (10) представлены на рис. 5.

М(ФУ(^Я)

(8)

Для определения напряже-
ний в кривом стержне при его
изгибе воспользуемся сле-
дующими формулами [3]:

M(h/2-z)

XX , > Х2 j j ' \ '

A dJ2

где /г - толщина стержня,
е = R — rn, г„ - радиус ней-

тральной линии, R - радиус
средней линии, А - площадь
поперечного сечения стержня,
•Л - момент инерции сечения
стержня относительно его ней- 0,5 х~

тральной ЛИНИИ, d = d(y) — ШИ- РИС- 5. Внутренние усилия в кривом стержне при ф = 5я /12 ,

рина сечения на уровне, где

определяют а^', 5z(y) - абсо-

лютная величина статического
момента относительно ней-
тральной линии той части
площади А(у), которая заклю-
чена между линией, где опре-

деляют а^', и краем сечения.

Характер распределения
напряжений (9) в стержне ил-
люстрирует рис. 6.

Представленное решение
может использоваться для ана-
лиза различных распределений 7.101м

по стержню нормальных и ка-
сательных нагрузок путем со-
ответствующей суперпозиции
внутренних усилий (8), а также
для изучения динамического
изменения напряженного со-
стояния стержня в случае из-
менения угла ф во времени.

R = 1 и/= 0,05

™iiL~M«. жй и ..M....J _LL_

-1 -0,5 О СР I
ЙЖ**:<:: • * • •: : ?:К**»ШШЩШ

-2,5 -2 -1.5 -1 -0,5 0 -4 -3 -2 -1 О

Рис. 6. Напряжения в стержне при ф = 5тг/12 , R = 1,5 см,

h = 0,5 см и/= 0,05
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ДМ. ТАВАККОЛИ (ИРАН), В.Т. ЕРОФЕЕНКО

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ТОНКИХ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ОБОЛОЧЕК ИЗ КОМПОЗИТНЫХ

МАТЕРИАЛОВ

The system of integral equations describing the penetration of plane electromagnetic fields through thin cy-
lindrical shell from composite material was obtained.

В научной литературе по проблемам электродинамики большое внимание уде-
ляется решению задач дифракции электромагнитных волн различных типов на ма-
териальных структурах из композитных материалов [1]. Рассматриваемые модель-
ные задачи дифракции, как правило, связаны с исследованием классов геометриче-
ски правильных тел [1—3], для которых используются аналитические решения
уравнений Максвелла в композитных средах [4]. Значительную проблему состав-
ляют задачи дифракции на телах произвольной формы [5]. В данной работе полу-
чена система интегральных уравнений для решения задач рассеяния произвольной
комбинации ТЕ- и 77/-поляризованных плоских полей на цилиндрической тонкой
композитной оболочке произвольного поперечного сечения, основанная на специ-
альных граничных условиях сопряжения на поверхности оболочки [6].

В пространстве R3 с фиксированной декартовой системой координат Oxyz рас-

смотрим тонкую замкнутую оболочку D переменной толщины Д , ограничиваю-
щую область D2. Пусть D, - внешняя область оболочки, а Гь Г2, Г - внешняя,

внутренняя и срединная достаточно гладкие поверхности оболочки D. В области
£>, распространяется монохроматическое электромагнитное плоское первичное

поле Е0, HU, возбужденное его источником, колеблющимся с круговой частотой со.
В результате взаимодействия первичного поля с оболочкой в области Dt образует-

ся поле Es = Е0 + Е\, Н, = Н0 + Н(, где Е[, Н[ - отраженное поле в £>,, а в об-

ласть D2 проникает поле Е2,Н2. Поля Е},Hj в областях Z); удовлетворяют

уравнениям Максвелла
rot£V =m^.jHj, rotHj = -i&e.JEj, (1)

где EJ , \ij - комплексная диэлектрическая и магнитная проницаемости среды в ZX.

Область D заполнена композитным материалом, в котором электромагнитное поле
Е,Н удовлетворяет уравнениям

rot£ = /(o(|o# + ZE), го1Я = -гсо(е£ + СЯ), (2)

где комплексные параметры е, ц, Z, G характеризуют композит.

В качестве первичного поля выберем произвольную комбинацию базисных ТЕ-
и ГЯ-поляризованных плоских полей [7]
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